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cada en el norte de Espan˜a. La empresa cuenta con una flotilla de veh´ıculos para
distribuir sus productos. Las demandas son conocidas con anterioridad. La forma
en la que opera actualmente la empresa es realizando un ruteo diario de veh´ıculos.
Los encargados de log´ıstica se dieron cuenta que los costos de trasportacio´n son
excesivos, debido a que los veh´ıculos no son utilizados a su ma´xima capacidad. La
empresa desea planificar la entrega de sus productos a sus centros de distribucio´n
minimizando los costos de trasportacio´n.
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Resumen xiii
El objetivo de esta tesis es investigar otra alternativa de solucio´n y evaluar su
pertinencia. Con el fin de reducir los costos de trasportacio´n, se propone permitir que
las delegaciones sean abastecidas por ma´s de un veh´ıculo, es decir, la demanda puede
ser particionada. Sin embargo, el permitir que una delegacio´n pueda ser abastecida
por ma´s de un veh´ıculo, la cuadrilla de descargue sera´ utilizada en una delegacio´n
ma´s de una vez, lo cual generara´ un costo extra. Como la empresa cuenta con el
personal necesario para descargar cada uno de los veh´ıculos, considera que este costo
lo pueden asumir. Para la formulacio´n matema´tica del problema nos basaremos en
un modelo matema´tico de la literatura el cual fue adecuado para su uso en este
problema.
La metodolog´ıa de solucio´n que proponemos consiste en un me´todo multi-
arranque el cual consta de dos fases: Construccio´n de una solucio´n inicial factible y
una mejora de esa solucio´n mediante Bu´squeda Tabu´.
Contribuciones y conlusiones: Si se permite particionar las entregas, dismi-
nuye el costo de la trasportacio´n y el nu´mero de veh´ıculos utilizados, el disminuir el
nu´mero de veh´ıculos es de gran importancia ya que se eliminan costos por renta de
veh´ıculos, pago de choferes, etc., por lo tanto la empresa estar´ıa ahorrando mucho
ma´s.
Sin embargo las caracter´ısticas de las demandas y las capacidades de los veh´ıcu-
los en esta empresa no permiten que la particio´n de las demandas influya notoria-
mente en la disminucio´n de la distancia recorrida.
Por consiguiente se amerita un estudio multiobjetivo, donde se tome en cuenta
los siguientes objetivos:
1.- Costo de Trasportacio´n.
2.- Costo de Almacenamiento.
3.- Costo de Particionar Demandas.
Firma del asesor:
Dra. Ada Margarita A´lvarez Socarra´s
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1 Descripcio´n del Problema
El problema que sera´ abordado en esta tesis esta´ inspirado en un problema
real de una empresa repostera, la cual se encuentra ubicada en el norte de Espan˜a.
La empresa cuenta con una flotilla de veh´ıculos para distribuir sus productos desde
un depo´sito central hacia las delegaciones. Las demandas de las delegaciones son
conocidas con anterioridad, as´ı como el d´ıa en que deben ser abastecidas. La em-
presa desea disen˜ar las rutas para abastecer a las delegaciones de tal forma que se
minimicen los costos de transportacio´n y se satisfagan las demandas en el d´ıa de la
semana que son requeridas.
Actualmente la empresa opera de la siguiente forma: cada d´ıa de la semana
disen˜a las rutas que se requieren para visitar a los clientes que han solicitado producto
para ese d´ıa, de tal manera que cada delegacio´n sea abastecida por un solo veh´ıculo.
Esto es, se resuelve diariamente un problema de ruteo de veh´ıculos capacitado. Sin
embargo, los encargados de log´ıstica de la empresa se han dado cuenta que al finalizar
cada semana los gastos son excesivos, lo cual se debe en gran parte a que la mayor´ıa
de las ocasiones los veh´ıculos no son utilizados a su ma´xima capacidad.
Una primera alternativa de solucio´n que se ofrecio´ a la empresa fue la propuesta
de Garc´ıa [15] que consist´ıa en asumir flexibilidad en la fecha de entrega del producto,
esto es, permitir que las demandas sean satisfechas en d´ıas anteriores a la fecha
1
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inicialmente propuesta por la delegacio´n. Al final de cada semana se conocen con
certeza las demandas de cada delegacio´n para la siguiente semana, entonces las rutas
son disen˜adas atendiendo todo el horizonte de planeacio´n, cuidando que las fechas
de entrega de los clientes asignados a una misma ruta difieran a lo ma´s en un d´ıa.
Sin embargo, esta propuesta presenta la desventaja de que hay que incurrir en
cierto almacenamiento de productos en caso de que estos se entreguen con antici-
pacio´n a la fecha en que se solicitaron.
Por ello, se decide abordar el problema desde otra perspectiva, entregando los
productos el d´ıa en que fueron solicitados pero permitiendo que las entregas sean
particionadas. Esto es, cada delegacio´n podra´ ser visitada por ma´s de un veh´ıculo
para satisfacer sus requerimientos.
El problema de ruteo de veh´ıculos permitiendo particionar la demanda del
cliente admite que este puede ser visitado cualquier cantidad de veces por distintos
veh´ıculos. Es decir, que la demanda del cliente puede ser partida en forma tal que sea
satisfecha por varios veh´ıculos, al contrario de lo que ocurre en el problema cla´sico
de ruteo, donde al cliente so´lo se le puede hacer llegar su demanda por medio de un
solo veh´ıculo.
Con esta propuesta, se lograr´ıan disminuir los costos de la empresa, ya que
al permitir que la demanda sea particionada se ahorra en el nu´mero de veh´ıculos
utilizados y esto tiene un alto impacto en la distancia total recorrida. Sin embargo,
ahora en las delegaciones que sean abastecidas por ma´s de un veh´ıculo, la cuadrilla
de descargue tendra´ que ser requerida ma´s de una vez, lo cual tambie´n generar´ıa
un costo adicional a la empresa. No obstante, la empresa cuenta con personal de
descarga en cada veh´ıculo y considera que esto no le afectar´ıa por el momento.
Debido a las caracter´ısticas geogra´ficas de la zona y la ubicacio´n del depo´sito
central, as´ı como las delegaciones de la empresa repostera, minimizar la distancia to-
tal recorrida influye directamente en la minimizacio´n de los costos de transportacio´n,
que es el objetivo que se desea lograr.
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Por lo tanto el problema consiste en disen˜ar las rutas que den servicio a las dele-
gaciones minimizando la distancia total recorrida. Los supuestos son los siguientes:
La demanda de cada delegacio´n se conoce con certeza con anticipacio´n al igual
que el d´ıa en que cada delegacio´n requiere los productos;
Se cuenta con una flota homoge´nea de veh´ıculos;
Las demandas de cada delegacio´n deben ser abastecidas por al menos un
veh´ıculo;
Cada veh´ıculo inicia y termina su recorrido en el depo´sito el mismo d´ıa.
1.2 Objetivos de la Tesis
Los objetivos principales que se persiguen en este trabajo de tesis son:
Estudio del problema de la empresa repostera desde la perspectiva de permitir
particionar las demandas, minimizando la distancia total recorrida.
Disen˜o de un algoritmo de solucio´n para el problema basado en estrategias
metaheur´ısticas y evaluacio´n del beneficio que se obtiene al permitir particionar
las demandas.
Implementacio´n del algoritmo y realizacio´n de experimentos computacionales
para medir el desempen˜o del algoritmo que se propone.
1.3 Relevancia y Contribucio´n Cient´ıfica
En este trabajo se estudia un problema real de distribucio´n y se propone una
nueva perspectiva de solucio´n. Se modela el problema y se disen˜a un algoritmo
metaheur´ıstico que lo resuelva bajo la perspectiva de particionar las demandas de
los clientes.
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1.4 Estructura de la Tesis
La tesis esta´ estructurada de la siguiente forma: en el cap´ıtulo dos se describira´n
los conceptos necesarios para el estudio del problema. Se describen las caracter´ısticas
importantes del problema de ruteo de veh´ıculos, as´ı como el modelo cla´sico del
problema de ruteo de veh´ıculos capacitado, su formulacio´n y algunas de sus variantes.
Se describe a detalle el problema de ruteo de veh´ıculos permitiendo particionar
las demandas de los clientes, el estado del arte y propiedades importantes de esta
variante, as´ı como algunas aplicaciones.
En el cap´ıtulo tres se presenta la formulacio´n matema´tica propuesta por Arche-
tti et al. [4], as´ı como la modificacio´n de dicha formulacio´n con restricciones de
eliminacio´n de subtour polinomiales.
En el cap´ıtulo cuatro se describe la metodolog´ıa que se esta´ proponiendo para
dar solucio´n al problema, la cual esta´ basada en me´todos metaheur´ısticos.
En el cap´ıtulo cinco se describen los experimentos computacionales realiza-
dos para evaluar el desempen˜o del algoritmo de solucio´n propuesto, as´ı como una
evaluacio´n de la propuesta de particionar la demanda para el caso de la empresa
repostera.
Por u´ltimo en el cap´ıtulo seis se ofrecen las conclusiones del estudio y algunas
gu´ıas para trabajo futuro.
Cap´ıtulo 2
Marco Teo´rico
En este cap´ıtulo se presentan definiciones y resultados para el problema de ru-
teo de veh´ıculos (VRP por su siglas en ingle´s), ya que el problema que se esta´ tratan-
do en este trabajo se encuentra dentro de esta clase de problemas.
En la seccio´n 2.1 se describira´ la variante ba´sica del VRP, la cual es una de las
ma´s estudiadas en la literatura y se conoce como el problema de ruteo de veh´ıculos
capacitado (CVRP por sus siglas en ingle´s), en la seccio´n 2.2 se mostrara´n otras
variantes importantes, dentro de las cuales se encuentra el problema de ruteo de
veh´ıculos con divisio´n en las entregas (SDVRP por sus siglas en ingle´s), el cual es
de gran importancia para el trabajo que se esta´ realizando en esta tesis. Todas estas
variantes surgen a partir de aplicaciones espec´ıficas que se han ido desarrollando. En
la u´ltima seccio´n se presentara´n algunos de los me´todos de solucio´n que se encuentran
en la literatura para poder resolver este tipo de problemas.
2.1 Problema de ruteo de veh´ıculos
El problema de ruteo de veh´ıculos es uno de los problemas ma´s importantes en
Investigacio´n de Operaciones, por su aplicabilidad en situaciones donde se requiera la
distribucio´n de productos a clientes dispersos geogra´ficamente utilizando una flotilla
de veh´ıculos, a lo cual debe su nombre. De acuerdo a aplicaciones del mundo real,
se ha mostrado que una buena planeacio´n de los procesos de distribucio´n genera
ahorros del 5% al 20% en los costos de transportacio´n global [20]. Es fa´cil ver que el
5
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impacto de estos ahorros en el sistema econo´mico mundial es significativo. De hecho,
el proceso de transporte implica todas las etapas de produccio´n y distribucio´n, y
representa una componente relevante (generalmente del 10% al 20%) del costo final
de las mercanc´ıas [20].
Los inicios del problema de ruteo de veh´ıculos datan del an˜o de 1959, en el cual
se publico´ el primer art´ıculo por Dantzing y Ramser [11], donde realizaron una apli-
cacio´n real y a la vez propusieron la primera formulacio´n matema´tica y un algoritmo
de aproximacio´n para la solucio´n del problema. An˜os ma´s tarde, Clarke y Wright
[10] propusieron una heur´ıstica greedy efectiva para dar una solucio´n aproximada al
problema de Dantzing y Ramser.
En general, el VRP consiste en disen˜ar las rutas o´ptimas para la distribucio´n
de productos a clientes que se encuentran dispersos geogra´ficamente. Se cuenta con
uno o varios depo´sitos centrales desde los cuales parten y a donde retornan los
veh´ıculos. Los veh´ıculos cuentan con una capacidad determinada, la cual puede ser
homoge´nea, o se puede contar con una flotilla de veh´ıculos con diferentes capacidades
y caracter´ısticas. En la mayor´ıa de sus variantes, los clientes solamente pueden ser
visitados por un veh´ıculo, es decir, en un u´nico viaje se les entrega la totalidad de
su demanda. Por lo general el objetivo que se tiene es minimizar los costos globales
de transportacio´n.
La red vial se describe generalmente con un grafo, los arcos representan sec-
ciones o tramos viales y los ve´rtices corresponden a los clientes. Los arcos pueden ser
dirigidos o no dirigidos dependiendo de si se pueden recorrer en una sola direccio´n
o ambas. Cada arco tiene asociado un costo que representa la longitud o un tiempo
de viaje, el cual posiblemente depende del tipo de veh´ıculo o´ del per´ıodo durante el
cual es atravesado el arco [20].
Los elementos fundamentales en un VRP, los cuales determinara´n la variante
del VRP que debe aplicarse, esta´n relacionadas con las caracter´ısticas de los clientes,
de los veh´ıculos, as´ı como los objetivos espec´ıficos a alcanzar. A continuacio´n los
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describiremos:
Las caracter´ısticas principales asociadas a clientes son:
Un ve´rtice en la red vial que representa su localizacio´n.
Cantidad de bienes o demandas, posiblemente de diferentes tipos que deben
ser entregados o recolectados.
Ventanas de tiempo: per´ıodo durante el cual el cliente debe ser atendido.
Tiempo necesitado para entregar o recolectar los bienes o pedidos.
Conjunto de veh´ıculos disponibles que pueden utilizarse para atender al cliente.
En algunas ocasiones no es posible satisfacer la demanda del cliente en su
totalidad. En estos casos, la cantidad entregada o recolectada puede ser reducida o
un conjunto de clientes pueden no ser servidos. Para esto se asocian prioridades o
penalidades a los clientes.
Caracter´ısticas t´ıpicas de los veh´ıculos :
Depo´sito de los veh´ıculos. En ocasiones se tiene la posibilidad de finalizar el
servicio en un de´posito distinto al origen.
Capacidad del veh´ıculo, expresado como peso ma´ximo, volumen, nu´mero de
pallets, que el veh´ıculo puede cargar.
Posible subdivisio´n del veh´ıculo en compartimentos, cada una caracterizada
por su capacidad y por el tipo de bienes que puede transportar.
Dispositivos disponibles para las operaciones de carga y descarga.
Subconjunto de arcos del grafo por los que el veh´ıculo puede transitar.
Costo asociado a la utilizacio´n del veh´ıculo, en unidades de distancia, de tiem-
po, de ruta, etc.
Cap´ıtulo 2. Marco Teo´rico 8
Los objetivos t´ıpicos en un problema de ruteo de veh´ıculos son los siguientes:
Minimizacio´n del costo global de transportacio´n, que depende de la distancia
total recorrida y de los costos fijos asociados a cada veh´ıculo.
Minimizacio´n del nu´mero de veh´ıculos necesarios para satisfacer a todos los
clientes.
Balanceo de rutas para la carga de los veh´ıculos o del tiempo de viaje.
Minimizacio´n de las penalidades asociadas con el servicio parcial a los clientes.
2.1.1 Problema de ruteo de veh´ıculos capacitado (CVRP)
La versio´n ba´sica del VRP es el problema de ruteo de veh´ıculos capacitado
(CVRP), en el cual cada veh´ıculo tiene asignada una capacidad [20]. En el CVRP
cada cliente tiene una demanda que es conocida y no se puede particionar, esto es,
tiene que ser servida en su totalidad por un u´nico veh´ıculo. Cada uno de los clientes
se puede ver como un nodo de una red, para conectar a los clientes se tienen arcos
los cuales pueden ser dirigidos o no, en dependencia de si se puede viajar por el
arco en ambos sentidos. Cuando el arco es no dirigido se conoce como arista. Cada
arco tiene asociado un costo no negativo. Se cuenta con un nu´mero K de veh´ıculos
disponibles los cuales tienen una capacidad limitada Q; la diferencia con el VRP
es que se imponen restricciones para controlar las capacidades de los veh´ıculos. El
objetivo es determinar la ruta para cada uno de los veh´ıculos los cuales parten del
depo´sito y deben retornar a e´l de tal forma que se minimicen los costos y se satisfagan
las demandas de todos los clientes.
Conociendo que un ciclo en un grafo no dirigido es una sucesio´n de aristas
adyacentes, donde no se recorre dos veces la misma arista y donde se regresa al
punto inicial, se puede decir que un CVRP consiste en encontrar una coleccio´n
de exactamente K ciclos, que originen el menor costo total y con las siguientes
caracter´ısticas:
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(i) Cada ciclo visita al de´posito.
(ii) Cada cliente pertenece a un solo ciclo.
(iii) La demanda de cada cliente es menor o igual que la capacidad de los veh´ıculos.
(iv) La suma de las demandas de los ve´rtices visitados en un ciclo no debe exceder
la capacidad Q del veh´ıculo.
Se define el costo de un ciclo como la suma de los costos de las aristas que se
encuentran en el ciclo y el costo total es la suma de los costos de los K ciclos. Note
que cada ciclo corresponde a una ruta de un veh´ıculo.
En caso de que se cuente con un solo veh´ıculo con capacidad ilimitada (o´ sufi-
ciente para cubrir la demanda de todos los clientes), se tiene el cla´sico problema del
agente viajero (TSP), el cual se puede ver como un caso particular del VRP [20].
Modelacio´n matema´tica para el CVRP
Para la modelacio´n del CVRP consideraremos la siguiente notacio´n:
Sea G = (V,A) un grafo completo no dirigido.
• V = {0, . . . , n} es el conjunto de ve´rtices, el ve´rtice 0 esta´ asociado al
de´posito y los restantes esta´n asociados a los clientes .
• A es el conjunto de aristas, A = {(i, j) : i, j ∈ V, i 6= j}
Matriz C, esta´ se forma de los costos no negativos cij de viajar del ve´rtice i al
ve´rtice j. La matriz es sime´trica cuando se cumple que cij = cji. Esta matriz
satisface la desigualdad triangular:
cik + ckj ≥ cij ∀i, j, k ∈ V
Flotilla de K veh´ıculos de capacidad Q.
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Depo´sito
Figura 2.1: Ejemplo de solucio´n de un VRP
Cada cliente i ∈ V distinto del depo´sito, tiene asociada una demanda no
negativa di
Las variables de decisio´n son xij que sera´ 1 si el arco(i, j) ∈ A se encuentra
en la solucio´n y 0 en otro caso. Note que xij = 1 significa que los clientes i y j
pertenecen a la misma ruta y que j es visitado exactamente despue´s de i, por el
mismo veh´ıculo.
Modelo Matema´tico
El modelo de dos ı´ndices tomado de [20] es el siguiente:
Min
∑
i∈V
∑
j∈V
cijxij
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sujeto a
∑
i∈V
xij = 1 ∀j ∈ V \ {0} (2.1)
∑
j∈V
xij = 1 ∀i ∈ V \ {0} (2.2)
∑
i∈V
xi0 = K (2.3)
∑
j∈V
x0j = K (2.4)
∑
i 6∈S
∑
j∈S
xij ≥ r(S) ∀S ⊆ V \ {0}, S 6= ∅ (2.5)
xij ∈ {0, 1} i = 0, . . . , n; j = 0, . . . , n. (2.6)
Las ecuaciones (2.1) y (2.2) imponen que un solo veh´ıculo visite cada cliente, las
ecuaciones (2.3) y (2.4) controlan la entrada y salida de veh´ıculos del de´posito, es
decir, los K veh´ıculos que salen del de´posito deben regresar a e´l. La restriccio´n (2.5)
se utiliza para la eliminacio´n de subtours, donde un subtour es un tour en el cual no
se incluye al depo´sito, r(S) es el mı´nimo nu´mero de veh´ıculos que se necesitan para
servir al conjunto S, estas son llamadas restricciones de capacidad y corte las cuales
son de cardinalidad exponencial en n y son las restricciones dif´ıciles para el modelo.
En [20] se introduce una familia de restricciones equivalentes a las de capacidad y
corte las cuales son de cardinalidad polinomial, e´stas se mostrara´n en el cap´ıtulo
siguiente.
2.2 Variantes del VRP
La diversidad de situaciones reales donde se encuentra subyacente el problema
de ruteo de veh´ıculos ha originado diversas variantes del modelo ba´sico. Una de ellas
es el CVRP con restricciones de distancia (DCVRP), donde cada ruta esta´ restringida
a una distancia (o´ tiempo) ma´xima adema´s de la restriccio´n de capacidad de los
veh´ıculos.
Otra variante muy encontrada en las aplicaciones es el problema de ruteo de
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veh´ıculos con ventanas de tiempo (VRPTW), en el cual, adema´s de las restricciones
de capacidad, se impone que el cliente i debe ser servido en un intervalo de tiempo
[ai, bi], el cual es llamado ventana de tiempo. Si el veh´ıculo llega dentro de la ventana
de tiempo se recibe el producto, pero si llega antes debe esperar para ser atendido.
Si el veh´ıculo llega despue´s del te´rmino de la ventana de tiempo ya no se le atiende.
2.2.1 VRP con divisio´n en las entregas (SDVRP)
Esta variante del CVRP esta´ directamente relacionada con el trabajo de esta
tesis, por ello sera´ explicada con mayor detalle.
El problema de ruteo con divisio´n en las entregas es una relajacio´n del VRP,
ya que se elimina la restriccio´n de que cada cliente sea visitado por so´lo un veh´ıculo,
esto es, se admite que cada cliente pueda ser visitado por ma´s de un veh´ıculo. Esto
significa que la demanda del cliente puede ser particionada de tal manera que sea
entregada por varios veh´ıculos.
En el SDVRP se desea disen˜ar una coleccio´n de K ciclos para los veh´ıculos de
tal manera que den servicio a todos los clientes, la cantidad entregada por cada ruta
no exceda la capacidad de cada veh´ıculo y el objetivo es minimizar la distancia total
recorrida, de manera tal que
(i) Cada ciclo visita al de´posito.
(ii) Cada cliente debe ser visitado por al menos un veh´ıculo.
(iii) La demanda de cada uno de los clientes puede ser mayor o igual que la capaci-
dad de los veh´ıculos.
(iv) Se cuenta con una flotilla de veh´ıculos de capacidad homoge´nea.
Dror y Trudeau en [14] mostraron que a pesar de que el SDVRP es un relajacio´n
del VRP, el SDVRP sigue siendo un problema NP-Duro al igual que el VRP. El
SVDRP es d´ıficil de resolver de forma o´ptima para instancias mayores a 15 clientes.
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En el art´ıculo de Archetti et al. [3] mostraron que en instancias de 6 a 10 clientes
la solucio´n se obtiene en segundos, sin embargo, para instancias de 11 a 15 clientes
determinar la solucio´n pueden requerir de una hora hasta 4 d´ıas. Para estos ejemplos
se utilizo´ software comercial (CPLEX 6.6).
El estado del arte del SDVRP tiene sus inicios en en an˜o de 1989. En dicho
an˜o el problema fue planteado e investigado por Dror y Trudeau [14], los cuales
demostraron emp´ıricamente que al permitir particionar las demandas de los clientes
en la solucio´n del VRP se puede disminuir el nu´mero de rutas, lo que conlleva a la
disminucio´n del nu´mero de veh´ıculos utilizados y por lo tanto una disminucio´n en el
costo total de la solucio´n.
A trave´s del ejemplo que se muestra en la figura 2.2 los autores ilustraron
que´ suceder´ıa si se permitiera particionar las demandas de los clientes. El ejemplo
consiste de 3 clientes, la capacidad de los veh´ıculos es Q = 5, la demanda de los
clientes A y C es de 3 (dA = dC = 3) y la demanda del cliente B es 4 (dB = 4).
Depo´sito
dA = 3
dB = 4
dC = 3
5 5
10
10 10
10
Q = 5
A
B
C
Figura 2.2: Potencial caso de estudio resolviendo un SDVRP
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La solucio´n que se obtiene resolviendo el ejemplo anterior con el VRP se mues-
tra en la figura 2.3, tiene un costo de 60 y el nu´mero de veh´ıculos utilizados es
3.
Depo´sito
dA = 3
dB = 4
dC = 3
Q = 5
A
B
C
Figura 2.3: Solucio´n resolviendo un VRP
Si se permitiera que la demanda de un cliente sea abastecida por ma´s de un
veh´ıculo se obtiene una solucio´n con un costo total de 50 y solamente se requieren
dos veh´ıculos para satisfacer a todos los clientes. En este caso la demanda del cliente
que se particiona es la del cliente B, la cual se satistace en partes iguales por am-
bos veh´ıculos. Dicho resultado se muestra en la figura 2.4. Al resolver este ejemplo
permitiendo particionar las demandas de los clientes, se ve potencialmente que se
podr´ıa hacer uso de un menor nu´mero de veh´ıculos que en la solucio´n del VRP, lo
cual implica la reduccio´n en el costo total de las rutas.
Sin embargo Dror y Trudeau no hicieron en este trabajo un ana´lisis de los casos
en los cuales se obtendr´ıan los mayores ahorros en el costo total de la solucio´n. Ellos
propusieron el primer algoritmo para resolver el SDVRP llamado Algoritmo de dos
Etapas (Two stages Algorithm) que consiste ba´sicamente en una bu´squeda local y
que contempla solamente el caso en que la demanda de cada cliente es menor que las
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Depo´sito
dA = 3
dB = 4
dC = 3
Q = 5
A
B
C
Figura 2.4: Solucio´n resolviendo un SDVRP
capacidades de los veh´ıculos. Las conclusiones a las que llegaron los autores aplicando
su algoritmo para el SDVRP y comparando con los resultados de la resolucio´n del
VRP son las siguientes:
Se disminuye la cantidad de veh´ıculos utilizados y por lo tanto el costo de la
solucio´n.
El tiempo requerido para resolver cada instancia del SDVRP es mayor que el
requerido para resolver un VRP.
Cuando la demanda de los clientes es muy pequen˜a, comparada con la ca-
pacidad de los veh´ıculos, no hay (o´ si hay es muy pequen˜o) ahorros frente al
VRP.
En el an˜o de 1994 Dror et al. [13] propusieron una formulacio´n matema´tica
para el SDVRP. As´ı mismo, derivaron un conjunto de desigualdades va´lidas que
fueron utilizadas en un algoritmo de ramificacio´n y acotamiento el cual usaron para
resolver de manera o´ptima instancias de a lo ma´s 20 clientes.
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Una de las primeras aplicaciones reales del SDVRP aparecio´ en la literatura en
el an˜o de 1997 y es una variante del SDVRP que incluye ventanas de tiempo [18]. En
este trabajo se hace un estudio de la distribucio´n de alimento para el ganado en un
rancho mayor en Arizona, que cuenta con 100,000 cabezas. El ganado se mantiene
en corrales grandes que esta´n conectados por una red de carreteras y se dispone de
seis tractores para hacer el reparto de la comida en los corrales, el cual se debe hacer
dentro de la ventana de tiempo en cada d´ıa. Ellos desarrollaron un algoritmo en
el cual hacen uso de dos de los procedimientos del algoritmo que Dror y Trudeau
desarrollaron en [14]. Los resultados de la experimentacio´n computacional con cinco
diferentes tipos de alimentos y las ventanas de tiempo, mostraron que si se permite
particionar se reduce significativamente la distancia total recorrida.
En [19] los autores realizaron una aplicacio´n del SDVRP, la cual consist´ıa en
encontrar los vuelos de helico´pteros hacia plataformas marinas a efectos de intercam-
biar las tripulaciones de la mismas. Para esta aplicacio´n realizaron una formulacio´n
matema´tica de programacio´n lineal, la cual fue resuelta mediante el me´todo de gene-
racio´n de columnas. Los autores indicaron que el usar este tipo de formulacio´n so´lo
es aplicable para planificaciones a largo plazo, ya que el tiempo computacional que se
necesita es mucho y para planificaciones a corto plazo sugieren el uso de heur´ısticas.
Para el an˜o 2000, Belenguer et al. [8] presentaron una formulacio´n para el
SDVRP mediante programacio´n lineal entera. Esta formulacio´n se diferenc´ıa de la
propuesta por Dror et al. [13] dado que el nu´mero de veh´ıculos disponibles se calcula
de la siguiente manera: se divide la demanda total de los clientes entre el nu´mero de
clientes; es decir, el nu´mero de veh´ıculos es fijo, mientras que en [13] la cantidad de
veh´ıculos no esta´ limitada. De esa formulacio´n se derivan un conjunto de restricciones
va´lidas las cuales son utilizadas en un algoritmo de planos cortantes. La instancia
que se tiene reportada como la ma´s grande que se resolvio´ de manera o´ptima es de
50 clientes.
Archetti et al. [4] propusieron un algoritmo basado en la metaheur´ıstica de
Bu´squeda Tabu´, para resolver el SDVRP el cual se denomina SPLITABU. Adema´s
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demuestran que si la capacidad de los veh´ıculos es un nu´mero entero al igual que las
demandas de los clientes entonces, si el problema tiene soluciones factibles, existe
una solucio´n o´ptima en la cual la cantidad entregada por cada veh´ıculo, es un valor
entero.
Campos et al. [21] presentaron un algoritmo basado en la metodolog´ıa de
bu´squeda dispersa, el cual produce una solucio´n factible usando el mı´nimo nu´mero
de veh´ıculos. Esto u´ltimo se basa en el hecho de que siempre existe una solucio´n
factible al problema SDVRP cuando se utiliza una cantidad mı´nima de veh´ıculos.
Es sencillo de calcular el nu´mero de veh´ıculos k que se utilizara´, donde k es el menor
entero que es mayor o igual que
∑
i di
Q
.
Archetti et al. [5] propusieron un algoritmo el cual recibe como entrada la in-
formacio´n generada en SPLITABU de Archetti et al. [3] para lograr identificar parte
del espacio de solucio´n que contiene soluciones de alta calidad y despue´s proceden
a explorar a profundidad dichas partes, mediante un optimizador de programacio´n
entero mixta. Con este optimizador se resuelve el modelo formulado por los autores.
En el art´ıculo de Chen, Bruce y Wasali [9] hacen una recopilacio´n de las apli-
caciones que hay del SDVRP. Adema´s presentan un algoritmo que lleva por nombre
EMIP (Endpoint Mixed Integer Programming).
2.2.2 Propiedades de SDVRP
En esta seccio´n se mencionara´n propiedades relevantes de los soluciones o´pti-
mas, as´ı como algunas definiciones necesarias:
Definicio´n 2.1 Considerar un conjunto C = {i1, i2, . . . , ik} de clientes y suponer
que existen k rutas r1, r2, . . . , rk con k ≥ 2, tal que la ruta rw contiene los clientes
iw y iw+1, con w = 1, . . . , k − 1 y la ruta rk contiene los clientes ik y i1, esta
configuracio´n es llamada k − split.
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En la figura 2.5 se muestra un ejemplo de un 3-split, donde la ruta rosa y verde
tienen en comu´n al cliente uno, la ruta verde y roja tiene en comu´n al cliente 2 y
por u´ltimo el cliente la ruta roja y rosa tienen en comu´n al cliente tres.
Depo´sito
1 2
3
Figura 2.5: Ejemplo de un 3-split
Dror y Trudeau en [14] presentan la siguiente propiedad estructural de las
soluciones o´ptimas del SDVRP:
Propiedad 2.2 Si la matriz de costos satisface la desigualdad triangular, entonces
existe una solucio´n o´ptima del SDVRP que no tiene ciclos k − split, para cualquier
k.
Colorario 2.3 Si la matriz de costos satisface la desigualdad triangular entonces
existe una solucio´n o´ptima del SDVRP en la cual todo par de rutas tiene a lo sumo
un cliente en comu´n.
Archetti et al. [2] demostraron otra propiedad de la estructura de las soluciones
o´ptimas, en la cual relacionan la cantidad de entregas partidas con la cantidad de
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rutas:
Propiedad 2.4 Si la matriz de costos satisface la desigualdad triangular, entonces
existe una solucio´n o´ptima del SDVRP en la cual la cantidad total de entregas par-
tidas (suma de las entregas partidas de todos los clientes) es menor que la cantidad
de rutas.
Definicio´n 2.5 Una instancia de SDVRP es reducible si existe una solucio´n o´ptima
en la cual cada cliente con una demanda mayor o igual a Q es servido por tantas
rutas directas (del depo´sito al cliente) como es posible, transportando una carga Q
en cada una, hasta que la demanda remanente del clientes es menor que Q.
Archetti, Savelsbergh y Speranza [2] demostraron la siguiente desigualdad:
z(V RP )
z(SDV RP )
≤ 2
donde z(V RP ) es el costo de la solucio´n del VRP y z(SDV RP ) es el costo de la
solucio´n del SDVRP. Este resultado expresa que existen casos en los cuales, si se
permite particionar las demandas de los clientes se obtiene un 50% en el ahorro del
costo total de la solucio´n.
An˜os ma´s tarde Archetti et al. [3] a pesar de que hab´ıan hecho un ana´lisis de la
desigualdad anteriormente mencionada, decidieron enfocar tambien el ana´lisis para
ver que´ es lo que pasaba con la reduccio´n de las rutas requeridas para satisfacer
las demandas de los clientes, ya que e´ste es el principal beneficio que se obtiene al
permitir entregas divididas. De este estudio se tiene la siguiente desigualdad:
r(V RP )
r(SDV RP )
≤ 2
donde r(V RP ) y r(SDV RP ) es el mı´nimo nu´mero de rutas requeridas para satisfacer
la demanda de los clientes en una solucio´n del VRP y del SDVRP respectivamente.
Ellos tambie´n analizaron cua´les son las caracter´ısticas principales que influyen en
dicha desigualdad, concentra´ndose en los tres siguientes aspectos:
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Ubicacio´n geogra´fica de los clientes.
Demanda promedio de los clientes.
Varianza de las demandas de los clientes.
Despue´s del ana´lisis realizado llegaron a las siguientes conclusiones:
La reduccio´n en el costo que se obtiene al permitir dividir las entregas se debe
a la posibilidad de reducir la cantidad de rutas. Esta reduccio´n tiene como
beneficio adicional la necesidad de una flotilla de veh´ıculos ma´s pequen˜a.
Los beneficios se obtienen cuando la demanda promedio dp de los clientes se
encuentra en el intervalo
0.5Q ≤ dp ≤ 0.75Q
donde Q es la capacidad de los veh´ıculos y adema´s de la variacio´n en la de-
manda de los clientes es relativamente pequen˜a.
Los beneficios de permitir divisio´n en las entregas dependen principalmente de
la relacio´n entre la demanda promedio (dp) y la capacidad de los veh´ıculos y
no parece depender principalmente de la ubicacio´n geogra´fica de los clientes.
Archetti et al. [1] demostraron que el SDVRP con demandas enteras puede ser
resuelto en tiempo polinomial cuando la capacidad de los veh´ıculos es Q ≤ 2, sin
embargo para los casos en que Q ≥ 3 el problema es NP-Duro.
En resumen en este cap´ıtulo se presenta el problema de ruteo de veh´ıculos, en
el cual se muestran las caracter´ısticas principales que tienen los clientes, los veh´ıculos
y los objetivos, dependiendo cuales caracter´ısticas tengan se determina la variante
del VRP que debe aplicarse.
La variante del VRP que se presenta con mayor detalle es la del SDVRP, esta
variante es fundamental para el problema de la empresa repostera que se esta´ abor-
dando en este trabajo de tesis. La diferencia esencial que existe entre el SDVRP y
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el VRP consiste en relajar la restriccio´n de que el cliente sea visitado por un so´lo
veh´ıculo, es decir, se permite que el cliente sea visitado por ma´s de un veh´ıculo. El
SDVRP obtiene ahorros significativos frente al VRP, cuando las demandas de los
clientes se encuentran dentro del siguiente intervalo
0.5Q ≤ dp ≤ 0.75Q
donde Q es la capacidad de los veh´ıculos, a esta importante conclucio´n llegaron
Archetti et al. [3].
Cap´ıtulo 3
Formulacio´n Matema´tica
El problema que se esta´ abordando en este trabajo de tesis surge al norte
de Espan˜a en una empresa repostera, la cual debe repartir sus productos desde un
depo´sito central a las delegaciones. Actualmente la empresa hace un disen˜o de rutas
d´ıa a d´ıa, sin embargo el personal de log´ıstica se comenzo´ a dar cuenta que algunos
camiones no van llenos en su totalidad.
El primer punto de vista desde el cual se trabajo´ el problema de la reposter´ıa fue
mediante el problema de ruteo de veh´ıculos con flexibilidad en la fecha de entrega
[15], o sea, permitiendo que las demandas sean satisfechas en d´ıas anteriores a la
fecha inicialmente propuesta.
En este trabajo de tesis lo que se pretende realizar es abordar la solucio´n a este
problema bajo la filosof´ıa de que se pueda particionar las entregas a los clientes, lo
que conlleva a modelarlo como un SDVRP. En este cap´ıtulo se presenta la formu-
lacio´n matema´tica para el problema que se estudia en esta tesis la cual se basa en
la formulacio´n matema´tica para el Problema de Ruteo de Veh´ıculos con Entregas
Divididas (SDVRP) que fue propuesta por Archetti et al. [4].
En los modelos matema´ticos para los problemas de ruteo de veh´ıculos se im-
ponen restricciones para la eliminac´ıon de subtours, las cuales son de cardinalidad
exponencial, como pudimos ver en la seccio´n 2.1 de este trabajo. En el modelo de
Archetti et al. [4], hacen uso de estas restricciones de eliminacio´n de subtour y cuando
se tienen conjuntos de nodos muy grandes no es posible enumerarlas.
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Existen restricciones de cardinalidad polinomial, las cuales en primera instancia
fueron creadas para el TSP [17] y an˜os ma´s tarde fueron adecuadas para el Problema
de Ruteo de Veh´ıculos Capacitado Asime´trico (ACVRP por sus siglas en ingle´s) [12].
Estas son llamadas restricciones de capacidad y corte las cuales sera´n adaptadas
para el problema que aqu´ı se aborda y sera´n incluidas en la segunda formulacio´n
matema´tica que se presentara´.
3.1 Modelo Matema´tico del SDVRP con
Restricciones Exponenciales para la
Eliminacio´n de Subtour
Una de las formulaciones matema´ticas para resolver de manera exacta el SD-
VRP la propusieron Archetti et al. [4]. Los supuestos en los que esta´ basada esta
formulacio´n matema´tica son los siguientes:
C matriz de costos sobre el conjunto de aristas, donde cij representa el costo
no negativo asociado al ir del ve´rtice i al ve´rtice j. Esta matriz es sime´trica.
La matriz de costos satisface la desigualdad triangular, esto es
cij ≤ cik + ckj
para todos los nodos del grafo.
La demanda di de cada cliente es un valor entero.
La capacidad de cada veh´ıculo es Q ∈ Z+
Para establecer la formulacio´n matema´tica se definira´ un grafo G = (V,E),
con el conjunto V = {0, . . . , n}, donde 0 denota el depo´sito mientras que los dema´s
ve´rtices son los clientes, E es el conjunto de aristas. La matriz de distancias se for-
ma con los valores cij que representan la distancia de ir del cliente i al cliente j.
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Cada cliente tiene asociado una demanda entera di con i ∈ V \{0}. Se cuenta con un
nu´mero ilimitado de veh´ıculos, cada uno con capacidad k ∈ Z+. Sin embargo, con-
sideraremos una cota superior m para el nu´mero de veh´ıculos a utilizar para poder
servir a los clientes. Una cota superior que podemos utilizar es
∑n
i=1 di
n
.
Para formular el problema con un modelo lineal entero mixto se hara´ uso de
las siguientes variables de decisio´n:
xvij =


1 si el veh´ıculo v viaja directamente de i a j
0 en otro caso
yiv = Cantidad de la demanda del cliente i entregada por el veh´ıculo v
El modelo matema´tico de SDVRP propuesto por Archetti et al. [4] es el
siguiente:
Min
n∑
i=0
n∑
j=0
m∑
v=1
cijx
v
ij
sujeto a
n∑
i=0
m∑
v=0
xvij ≥ 1 j = 0, . . . , n (3.1)
n∑
i=0
xvip −
n∑
j=0
xvpj = 0 p = 0, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.2)
∑
i∈S
∑
j∈S
xvij ≤ |S| − 1 ∀S ⊆ V \ {0}, S 6= ∅ (3.3)
yiv = di
n∑
j=0
xvij i = 1, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.4)
m∑
v=1
yiv = di i = 1, . . . , n. (3.5)
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n∑
i=1
yiv ≤ k v = 1, . . . , m. (3.6)
xvij ∈ {0, 1} i = 0, . . . , n; j = 0, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.7)
yiv ≥ 0 i = 1, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.8)
Donde la ecuacio´n (3.1) establece que al menos un veh´ıculo debe visitar a cada
cliente, (3.2) son resticciones de conservacio´n de flujo, que indican que el nu´mero de
veh´ıculos que salen del depo´sito tienen que retornar a e´l, (3.3) son las restricciones
de eliminacio´n de subtour; (3.4) impone que el cliente i puede ser servido por el
veh´ıculo v si y so´lo si v pasa por i, (3.6) asegura que la demanda completa de cada
cliente es satisfecha en su totalidad, (3.7) impone que la cantidad entregada en cada
viaje no exceda la capacidad del veh´ıculo.
Note que las restricciones (3.3) son de cardinalidad exponencial. Esto hace que
cuando el conjunto de nodos es muy grande, sea pra´cticamente imposible enume-
rarlas. Estas restricciones son las que hacen dif´ıcil el problema, por lo cual se sugiere
sustituirlas por una familia de restricciones de cardinalidad polinomial [20], lo cual
se desarrollara´ en la siguiente seccio´n.
3.2 Modelo Matema´tico del SDVRP con
Restricciones Polinomiales para la Eliminacio´n
de Subtour
Para evitar la enumeracio´n de un nu´mero exponencial de restricciones Miller
et al. [17] desarrollaron las siguientes restricciones en el contexto del TSP. Utiliza
las variables continuas ui para definir el orden en cual cada ve´rtice i es visitado en
el tour.
La restriccio´n de eliminacio´n de subtours se establece como:
ui − uj + (n+ 1)xij ≤ n− 2, i, j = 2, . . . , n (3.9)
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1 ≤ ui ≤ n− 1, i = 2, . . . , n (3.10)
Posteriormente estas restricciones fueron generalizadas para el problema de
ruteo de veh´ıculos capacitado asime´trico (ACVRP por sus siglas en ingle´s) [20] de
la siguiente forma:
ui − uj +Qxij ≤ Q− dj ∀i, j ∈ V \ {0} i 6= j, (3.11)
tal que di + dj ≤ Q.
di ≤ ui ≤ Q ∀i, j ∈ V \ {0} (3.12)
donde ui, i ∈ V {0}, son variables continuas adicionales que representan la carga del
veh´ıculo despue´s de visitar al cliente i.
Sin embargo, estas restricciones necesitan ser todav´ıa adecuadas para que
puedan ser utilizadas en el contexto de un SDVRP. En el conjunto de restricciones de
capacidad y corte que se mostraron anteriormente, los clientes son visitados por un
solo veh´ıculo, para adecuarlas al SDVRP se tiene que tomar en cuenta que el cliente
puede ser visitado por ma´s de un veh´ıculo, es decir, la demanda de los clientes puede
ser particionada en cuantos veh´ıculos sea necesario y as´ı abastecerla en su totalidad,
por lo cual en las restricciones se debe tomar en cuenta la variable yjv, la cual denota
la cantidad de la demanda del cliente j entregada por el veh´ıculo v, esto hace que la
complejidad del nuevo conjunto de restricciones de capacidad y corte para el SDVRP
sea mayor.
Las restricciones de capacidad y corte queda entonces de la siguiente forma:
uiv − ujv +Qxvij ≤ Q− yjv ∀i, j ∈ V \ {0} i 6= j, v = 1, . . . , m. (3.13)
di ≤ uiv ≤ Q ∀i ∈ V \ {0}, v = 1, . . . , m. (3.14)
donde uiv, i ∈ V {0}, v = 1, . . . , m, son variables continuas adicionales que represen-
tan la carga del veh´ıculo despue´s de visitar al cliente i.
Con esto el modelo matema´tico queda expresado de la siguiente forma:
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Min
n∑
i=0
n∑
j=0
m∑
v=1
cijx
v
ij
sujeto a
n∑
i=0
m∑
v=0
xvij ≥ 1 j = 0, . . . , n. (3.15)
n∑
i=0
xvip −
n∑
j=0
xvpj = 0 p = 0, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.16)
uiv − ujv +Qxvij ≤ Q− yjv ∀i, j ∈ V \ {0} i 6= j, v = 1, . . . , m. (3.17)
di ≤ uiv ≤ Q ∀i ∈ V \ {0}, v = 1. . . . , m. (3.18)
yiv = di
n∑
j=0
xvij i = 1, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.19)
m∑
v=1
yiv = di i = 1, . . . , n. (3.20)
n∑
i=1
yiv ≤ Q v = 1, . . . , m. (3.21)
xvij ∈ {0, 1} i = 0, . . . , n; j = 0, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.22)
yiv, uiv ≥ 0 i = 1, . . . , n; v = 1, . . . , m. (3.23)
El nu´mero de variables para este modelo depende de la cantidad de veh´ıculos
y clientes que se tengan. En forma general este modelo hace uso de n2m + nm
variables binarias y de 2nm variables continuas. El nu´mero total de restricciones es
n2m + 2(n + m) + 3mn + 1, donde n es el nu´mero de clientes y m el nu´mero de
veh´ıculos utilizados.
Este modelo se valido´ con instancias de 4, 5, 6 clientes, los resultados se
mostrara´n en el cap´ıtulo de Experimentacio´n computacional.
En este cap´ıtulo se presento´ la formulacio´n matema´tica para el SDVRP pro-
puesta por Archetti et al. [4], de la cual se desprende una variante donde las restric-
ciones de eliminacio´n de subtour de cardinalidad exponencial son remplazadas por el
conjunto de restricciones de capacidad y corte adecuadas para el SDVRP, las cuales
son de cardinalidad polinomial.
Cap´ıtulo 4
Descripcio´n de la metodolog´ıa
de solucio´n
Como se comento´ en el cap´ıtulo 2, SDVRP es un problema NP-Duro. Con
la formulacio´n matema´tica para el SDVRP establecida por Archetti et al. [4], se
pueden obtener soluciones exactas en cuestio´n de segundos para instancias de 6 a 10
clientes, sin embargo para instancias entre 11 y 15 clientes, el tiempo para obtener
una solucio´n exacta oscila ya entre una hora y cuatro d´ıas.
La formulacio´n propuesta en el cap´ıtulo 3 con las restricciones polinomiales de
capacidad y corte, se obtienen soluciones en cuestio´n de segundos para instancias
de 4 a 6 clientes, caso contrario para instancias de 7 clientes en adelante, el tiempo
puede llegar a 2 d´ıas.
Dado que en la pra´ctica se trabaja con instancias de ma´s de 50 clientes, resolver
estas instancias de manera exacta no es una opcio´n viable ya que podr´ıan pasar meses
o´ hasta an˜os para poder obtenerla.
Para dar solucio´n a este tipo de problemas, se han desarrollado me´todos heur´ısti-
cos y en los u´ltimos an˜os se han desarrollado me´todos metaheur´ısticos. Los me´todos
anteriormente mencionados se utilizan para obtener soluciones aproximadas de bue-
na calidad en una forma ra´pida. Como se comento´ en el cap´ıtulo dos, los algoritmos
publicados que mejor desempen˜o tienen son el propuesto por Archetti et al [4], por
ello la metodolog´ıa de solucio´n que desarrollaremos para resolver el problema bajo
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estudio utiliza ideas del algoritmo propuesto por Archetti et al. [4].
4.1 Descripcio´n general de la metodolog´ıa de
solucio´n
La metodolog´ıa que se esta´ proponiendo, como una alternativa de solucio´n al
problema de la reposter´ıa, consiste en un Algoritmo Multi-Arranque. Los Algoritmos
Multi-Arranque alternan una fase en la cual se generan soluciones iniciales factibles y
otra fase donde se mejoran estas soluciones. El proceso se repite hasta que se cumpla
el criterio de parada. A continuacio´n se muestra un bosquejo del algoritmo:
c∗ :=∞
Repetir(Condicio´n de Parada)
Fase 1 Generacio´n de una solucio´n
Construir solucio´n x0.
Fase 2 Mejora de la solucio´n
Aplicar me´todo de mejora a la solucio´n x0.
Sea x′0 la solucio´n obtenida.
if f(x′0) < c
∗ entonces
x∗ := x′0
c∗ := f(x′0)
En la fase I utilizaremos el me´todo de Beasley [7] para la construccio´n de
una solucio´n inicial factible, el cual es una heur´ıstica que pertenece a la clase
Rutear Primero y Agrupar Despue´s (First Routing-Cluster Second). El me´todo ge-
nera aleatoriamente un tour dirigido el cual comienza y termina en el de´posito e
incluye a todos los clientes. Seguidamente el tour se particiona de manera o´ptima
en rutas factibles definiendo adecuadamente un problema de ruta ma´s corta en un
grafo auxiliar. Una explicacio´n ma´s detallada del Me´todo de Beasley se ofrece en el
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Ape´ndice A.
La fase II, la fase de mejora, esta´ basada en la Bu´squeda Tabu´ propuesta
por Archetti et al. [4]. Bu´squeda Tabu´ (B.T.) es una metaheur´ıstica que gu´ıa un
procedimiento heur´ıstico de bu´squeda local para explorar el espacio de solucio´n ma´s
alla´ de la optimalidad local. Para ello hace uso de estructuras de memoria adaptativa
que mantienen una historia selectiva de los estados encontrados durante la bu´squeda
y en concordancia con ello reemplaza el entorno de la solucio´n actual por un entorno
modificado. Ma´s detalles sobre la metaheur´ıstica B.T. pueden encontrarse en [16].
4.2 Construccio´n de una Solucio´n Inicial
Factible: Fase 1 del Me´todo Multi-Arranque
Dada una instancia del problema, se crea una instancia reducida (Ir) en la
cual la demanda di de cada cliente i sera´ menor que la capacidad Q de los veh´ıculos.
El algoritmo para construir una solucio´n factible es como sigue:
1. Crear ⌊di
Q
⌋ viajes directos para cada cliente i y considerar (Ir) en la cual cada
cliente tiene una demanda igual a di −Q⌊diQ⌋.
2. Despue´s de crear los viajes directos para cada cliente i, remover los clientes
con demanda igual a cero, si hubiere.
3. Con los clientes que tienen demanda estrictamente positiva, construir una solu-
cio´n factible para (Ir), mediante el Me´todo de Beasley.
La solucio´n inicial factible esta´ conformada con el conjunto de rutas que se
obtuvieron para Ir y con el conjunto de las rutas de los viajes directos que se
crearon de los clientes con demanda mayor o´ igual que la capacidad del veh´ıculo.
Con la unio´n de estos dos conjuntos se tiene una solucio´n inicial factible.
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4.3 Mejora de la Solucio´n Construida: Fase 2
del Me´todo Multi-Arranque
Como se comento´ anteriormente, el algoritmo de mejora que utilizaremos en
esta fase se basa en la Bu´squeda Tabu´ propuesta por Archetti et al. [4].
A continuacio´n se describe el algoritmo principal de esta fase, el cual es un al-
goritmo esta´ndar de Bu´squeda Tabu´ que finaliza cuando se alcanzan nmax iteraciones
sin mejorar la mejor solucio´n encontrada hasta el momento.
El movimiento utilizado para generar un vecino a partir de una solucio´n consiste
en insertar un cliente i en una ruta r y eliminarlo de un subconjunto de rutas que
lo visitan. Para ello, el conjunto de rutas que visitan a cada cliente se ordena de
acuerdo al ahorro que se obtendr´ıa si ese cliente fuera eliminado de esa ruta. A este
procedimiento lo llamaremos OrderRoutes(i) y el conjunto ordenado se denotara´ Oi.
La insercio´n de un cliente i en una ruta r se hace de acuerdo a la heur´ıstica de
insercio´n ma´s barata, la cual es descrita a detalle en el Ape´ndice B.
Cuando un cliente i es insertado en una ruta r se considera tabu´ eliminar
al cliente i de la ruta r por θ iteraciones y tambie´n se considera que la ruta r es
tabu´ para el cliente i. Tambie´n, cuando un cliente i es eliminado de una ruta u se
considera tabu´ volver a reinsertar al cliente i en la ruta u por θ iteraciones y se dice
que u es tabu´ para i.
Las restricciones tabu´ definidas anteriormente puede ser muy fuertes y prohibir
buenas soluciones vecinas. Por esta razo´n, se considera la posibilidad de eliminar a
un cliente i de rutas que son tabu´ para i e insertar i en una ruta r que es tabu´ para i.
El vecino so´lo es aceptado si conduce a una mejor solucio´n que la encontrada hasta
el momento (Criterio de aspiracio´n por calidad).
De acuerdo a las pruebas realizadas por los Archetti et al [4] los valores de θ
dependen de la cantidad n de clientes y de la cantidad g de rutas en la solucio´n actual
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s producen mejores soluciones. Por lo tanto los valores recomendados para elegir θ
es: generar un valor aleatorio en el intervalo [
√
10,
√
10 + p], donde p se calcula de
la siguiente forma:
p =


n + g si n+ g < 100
3
2
(n + g) si n+ g ≥ 100
dir la cantidad entregada al cliente i en la ruta r.
f(s) el costo de una solucio´n s, medido como la distancia total recorrida.
R conjunto que contiene todas las rutas ma´s una nueva ruta (que no visita a
ningu´n cliente).
UTi = {u ∈ Oi|u es tabu´ para i}.
Dado un cliente i el procedimiento de BestNeighbor(i) que describiremos en-
seguida determina un vecino candidato si. Este procedimiento es ejecutado para cada
cliente y se ejecuta un movimiento a partir de la solucio´n actual s al mejor vecino
entre s1, ..., sn. En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacio´n:
4.3.1 Procedimiento BestNeighbor(i):
1. BestValue = ∞, Oi = Order Routes(i)
2. Para cada ruta r en R
2.1 Eliminar de rutas no tabu´ e insertar en rutas no tabu´.
1. Si r no es tabu´ para i entonces ρ := ρr, U := ∅ sino ir a 2.2.
2. Considerar todas las rutas u ∈ Oi−{r} segu´n el orden definido en Oi.
Si u no es tabu´ para i y diu ≤ ρ entonces U := U ∪ {u}, ρ := ρ− diu.
3. Si U = ∅ entonces F := ∞, si no sea s′ la solucio´n que se obtiene a
partir de s eliminando i de todas las rutas de U e insertando i en r,
dir := dir +
∑
u∈U
diu, F = f(s
′)
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4. Si U = ∅, sea u la primer ruta no tabu´ para i en Oi − {r} conjunto:
U := {u} y considerar la solucio´n s′ que se obtiene insertando i en r,
diu := diu − ρ, dir := dir + ρ, F = f(s′).
5. Si F < BestV alue entonces U∗ := U , r∗ := r, BestV alue := F ,
si := s
′
2.2 Eliminar de rutas tabu´ y/o insertar en rutas tabu´
1. Si r es tabu´ para i o´ UTi contiene una ruta r con diu ≤ ρr entonces
ρ := ρr y U := ∅, si no volver a 2.1 con la pro´xima ruta r ∈ R. Si
r es tabu´ para i entonces U = ∅ si no, determinar la primer ruta u
en UTi (segu´n el ordenamiento en Oi) tal que diu ≤ ρr y U := {u},
ρ := ρr − diu.
2. Considerar todas las rutas u ∈ Oi− (U ∪{r}) segu´n el orden definido
en Oi. Si diu ≤ ρ entonces U := U ∪ {u}, ρ := ρ− diu.
3. Si U = ∅ entonces F := ∞, si no, sea s′ la solucio´n que se obtiene a
partir de s eliminando i de todas las rutas en U e insertando i en r,
dir := dir +
∑
u∈U
diu,F = f(s
′)
4. Si F < BesV alue y F < f(s∗) entonces U∗ := U ,r∗ := r,BestV alue :=
F ,si := s
′
5. Volver a 2.1 con la pro´xima ruta r ∈ R
El procedimiento BestNeighbor(i) es invocado para cada uno de los clientes
en la fase II del me´todo multiarranque, determina para cada uno de ellos la vecindad
candidata. Se realiza un movimiento de la solucio´n actual a la mejor vecindad entre
las candidatas.
Habiendo detallado el procedimiento BestNeighbor(i), la fase II del me´todo
multiarranque es un algoritmo esta´ndar de Bu´squeda Tabu´, el cual termina cuando
se alcanzan nmax iteraciones sin mejorar la solucio´n encontrada hasta el momento,
Archetti et al. [4] el valor que recomiendan para nmax es de 400n, siendo n el nu´mero
de clientes.
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La fase II puede quedar ahora descrita de la siguiente forma:
1. Sea s la solucio´n inicial generada (por la fase I)
1.1 s∗ := s y count := 0.
2. Best =∞
2.1 Para i=1 hasta n hacer
2.2 BestNeighbour(i)
• Si f(si) < Best entonces
◦ BestI := i
◦ BestU := U∗
◦ Bestr := r∗
◦ BestS := si
◦ BestF := f(si)
3. s := BestS
3.1 Considerar Bestr y todas las rutas de BestU como tabu´ para BestI
durante θ iteraciones
3.2 Si BestF < f(s∗) entonces s∗ := s, count := 0
3.3 si no count := cont+ 1
3.4 Si count < nmax ir a 2 si no parar
En este cap´ıtulo se detallo´ la metodolog´ıa de solucio´n la cual consiste en un
me´todo multiarranque, el cual esta´ conformado por dos fases, la fase I consiste en la
construccio´n inicial factible por medio del me´todo de Beasley [7] y la fase II consiste
en un algoritmo esta´ndar de Bu´squeda Tabu´.
En la fase I del me´todo multiarranque se genera un tour aleatoriamente para
la solucio´n inicial factible. La ventaja de utilizar un me´todo multiarranque es que
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permite explorar el espacio de solucio´n desde diferentes puntos, por lo tanto se hace
un barrido ma´s detallado del espacio de solucio´n.
Cap´ıtulo 5
Experimentacio´n
Con el objetivo de evaluar el desempen˜o de la metodolog´ıa de solucio´n disen˜ada
en este trabajo, se realizo´ un grupo de experimentos computacionales los cuales se
describira´n en este cap´ıtulo.
Este estudio computacional consistio´ en los siguientes dos experimentos:
En el experimento 1 primeramente se ofrece una comparacio´n de los resultados
obtenidos por el VRP con los obtenidos por el SDVRP para mostrar las bondades
de permitir particionar las demandas. Tambie´n se realiza una comparacio´n de los
resultados obtenidos por el algoritmo metaheur´ıstico desarrollado en este trabajo
con los resultados exactos para instancias pequen˜as utilizando el modelo descrito en
el cap´ıtulo tres.
En el experimento 2 se realiza una comparacio´n entre los resultados obtenidos
con la metodolog´ıa propuesta en este trabajo y las soluciones entregadas por la
metodolog´ıa de flexibilidad en la fecha de entrega desarrollada por Garc´ıa [15] en
instancias pseudoreales.
Para ello, el algoritmo fue implementado en Lazarus (ver 9.30), versio´n libre
de Delphi. El experimento 1 fue realizado haciendo uso de Cplex 11.2 en una Sun
Fire V440, conectado a 4 Procesadores de 1602 Hhz, Ultra SPARC III con 1 MB
DE CACHE y Memoria de 8 GB. El experimento 2 fue realizado en una computa-
dora personal con las siguientes caracter´ısticas: Intel Pentium Dual CPU T3400 a
2.16GHz.
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Las instancias que se utilizaron para cada experimento fueron diferentes y se
describen a continuacio´n.
5.1 Descripcio´n de las Instancias
Para efectuar la experimentacio´n se utilizaron instancias de dos tipos. Las
instancias utilizadas para el experimento 1 fueron generadas de manera aleatoria y
como se comento´ se utilizaron para validar la modelacio´n matema´tica del problema
y a la vez comprobar la eficiencia del algoritmo que se esta´ proponiendo. Para el
experimento 2 se utilizaron las instancias reportadas en [15].
5.1.1 Instancias para el Experimento 1
Las localizaciones de los clientes fueron generadas aleatoriamente en el plano
cartesiano en la regio´n [−100, 100]× [−100, 100]; el depo´sito tiene coordenadas
(0, 0).
El nu´mero de clientes n ∈ {4, 5, 6}.
La matriz de costos se forma con las distancias euclideanas redondeadas.
Las demandas se generaron en el intervalo [0.5 ∗Q, 0.75 ∗Q], donde Q es la ca-
pacidad de los veh´ıculos. Se consideran varios valores para Q : 30, 40, 50, 60, 70.
5.1.2 Instancias para el Experimento 2
Las instancias usadas en este experimento (instancias pseudo-reales), se gene-
raron considerando como localizaciones algunas de las ciudades de Espan˜a a donde
la empresa env´ıa producto desde la fa´brica. Los datos son de la siguiente forma:
Las localizaciones se ubican geogra´ficamente en diversas poblaciones en el norte
de Espan˜a, el depo´sito central se ubica en Briviesca, Burgos, donde se encuentra
Cap´ıtulo 5. Experimentacio´n 38
Figura 5.1: Centros de distribucio´n. De´posito en rojo
la fa´brica.
Las distancias entre localizaciones son las distancias por carreteras.
La capacidad de los veh´ıculos se fija en Q = 30.
La demanda de cada pedido se genera aleatoriamente entre 1 y Qmax, donde
Qmax = 22
El nu´mero de clientes son n = 41
Se toman 41 ciudades a las que se env´ıan los pedidos, si todas las ciudades
requieren so´lo un pedido por semana se considera que se trabaja con un grafo
de 42 nodos al contar del depo´sito.
5.2 Experimento 1: Comparacio´n con las
soluciones exactas
Para la validacio´n del modelo matema´tico descrito en la seccio´n 3.2 se re-
solvio´ un conjunto de 15 instancias, con cantidad de clientes variando entre 4 y 6. A
la par las mismas instancias fueron resueltas usando el modelo matema´tico para el
VRP. Se compararon los resultados obtenidos del SDVRP con el VRP, para mostrar
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el ahorro que se genera al utilizar la metodolog´ıa de particionar las demandas de los
clientes, es decir, que ma´s de un veh´ıculo pueda abastecer a cada cliente.
En la tabla 5.1 se presentan los resultados de las comparaciones de resolver un
SDVRP y un VRP para cada instancia.
Solucio´n Nu´mero de Solucio´n Nu´mero de
n Q del veh´ıculos del veh´ıculos
VRP utilizados SDVRP utilizados
4 30 266 4 236 3
4 40 308 4 265 3
4 50 396 4 301 3
4 60 56 4 49 3
4 70 138 4 109 3
5 30 536 5 488 3
5 40 104 5 92 3
5 50 86 5 81 4
5 60 108 5 88 3
5 70 514 5 427 4
6 30 88 6 79 4
6 40 1664 6 1277 4
6 50 727 5 621 4
6 60 1358 6 1173 4
6 70 1048 6 816 4
Tabla 5.1: Comparacio´n de resultados de los modelos matema´ticos
Se puede observar en dicha tabla que se logra una reduccio´n significativa en
la distancia total recorrida para cada una de las instancias al resolver el SDVRP,
mientras que la distancia total recorrida resolviendo un VRP para cada instancia es
mayor. Tambie´n se observa ahorro en el nu´mero de veh´ıculos utilizados en el SDVRP.
Los tiempos en los cuales se obtuvo la solucio´n de cada una de las instancias oscila
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en segundos.
En la tabla se muestra la comparacio´n de los resultados obtenidos utilizando el
me´todo multiarranque con los resultados exactos obtenidos con el modelo ma´tema-
tico propuesto en el cap´ıtulo 3. Como se puede ver en la tabla el me´todo propuesto
obtiene las soluciones o´ptimas en todas las instancias pequen˜as.
Modelo
n Q Multi-arranque Matema´tico
SDVRP
4 30 236 236
4 40 265 265
4 50 301 301
4 60 49 49
4 70 109 109
5 30 488 488
5 40 92 92
5 50 81 81
5 60 88 88
5 70 427 427
6 30 79 79
6 40 1277 1277
6 50 621 621
6 60 1173 1173
6 70 816 816
Tabla 5.2: Comparacio´n de resultados obtenidos por el Me´todo Multiarranque y la
solucio´n exacta.
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5.3 Experimento 2: Comparacio´n con las
soluciones que permiten flexibilidad en la
fecha de entrega
Solucio´n Compan˜´ıa Solucio´n Adelantando Pedidos Solucio´n Permitiendo Particionar
n Q Costo Costo Nu´mero Costo Nu´mero Clientes
Ma´x Veh´ıculos Veh´ıculos Particionados
Usados
42 30 129963 110012 23 129713 20 0
42 30 135835 118809 23 130729 19 2
42 30 138363 120425 23 133031 21 1
42 30 134129 124319 23 121047 19 5
42 30 136792 113842 23 133124 17 1
Tabla 5.3: Comparacio´n de resultados con los diferentes me´todos de solucio´n
Para las instancias del tipo 2 se realizan experimentos para comparar con
la metodolog´ıa propuesta en el trabajo de tesis de Garc´ıa [15] la cual permite la
flexibilidad en las fechas de entrega. Los resultados que se muestran en la tabla 5.3
para el me´todo de flexibilidad en las fechas de entrega, fueron obtenidos permitiendo
a lo ma´s un d´ıa de adelanto para cada uno de los pedidos de las delegaciones.
Las intancias del tipo 2 son instacias pseudo-reales, donde las demandas de
los clientes son generadas entre 1 y Qmax, donde Qmax = 22. Se puede observar
en los resultados que se muestran en la tabla 5.3, que el Me´todo Multiarranque en
cada una de las instancias obtiene un menor valor en la distancia total recorrida que
la solucio´n que actualmente implementa la compan˜´ıa. Ahora bien no se mejoro´ la
distancia total recorrida con respecto al Me´todo de Flexibilidad. Esto sucede ya que
la naturaleza de las instancias no es favorable para explotar al 100% la teor´ıa del
SVDRP, ya que para obtener un ahorro significativo en la distancia total recorrida
las demandas de los clientes deben estar en el [0.5Q, 0.75Q], donde Q es la capacidad
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de los veh´ıculos.
Tambie´n se muestra en la tabla anterior el n´umero de clientes con demanda
particionada. A pesar que el nu´mero de clientes es pequen˜o el ahorro si tiene impacto
frente a la soluco´n del VRP.
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Conclusiones y trabajo futuro
En este trabajo se estudio´ una problema´tica real, que se presento´ en una em-
presa repostera, la cual se encuentra ubicada en el norte de Espan˜a. Esta empresa
distribuye sus productos a un conjunto de delegaciones dispersas geogra´ficamente y
desea disen˜ar sus rutas, de tal manera que se minimicen los costos de transportacio´n.
Actualmente la empresa realiza un ruteo de veh´ıculos diario, esto es, con las
o´rdenes solicitadas para cada d´ıa resuelve un VRP. Cada pedido es abastecido por
un solo veh´ıculo, para que la cuadrilla de descargue solamente sea utilizada una vez,
el pedido se entrega el d´ıa que fue solicitado. Los encargados de log´ıstica consideran
que los costos de trasportacio´n son excesivos, debido fundamentalmente a que los
veh´ıculos no son utilizados a su ma´xima capacidad.
El primer estudio realizado para esta empresa en un trabajo previo consistio´ en
asumir flexibilidad en la fecha de entrega del producto, es decir, permitir que las de-
mandas sean satisfechas en d´ıas anteriores a la fecha inicialmente propuesta por la
delegacio´n. Los resultados arrojados por ese estudio fueron satisfactorios en cuanto
a la disminucio´n de la distancia recorrida. Sin embargo se incurre en costos de al-
macenamiento y por otra parte esta opcio´n de recibir los productos con anticipacio´n
no siempre es bien vista por todas las delegaciones para algunos tipos de productos.
El punto de vista desde el cual se abordo´ la problema´tica de la empresa en
este trabajo es mediante el problema de ruteo de veh´ıculos con entregas divididas
(SDVRP). Esta variante del VRP permite que los clientes sean abastecidos por ma´s
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de un veh´ıculo y esto contribuye a disminuir las distancias recorridas y el nu´mero
de veh´ıculos utilizados. El permitir que ma´s de un veh´ıculo abastezca a los clientes,
generara´ un costo adicional ya que las cuadrillas de descargue sera´n utilizadas ma´s
de una vez, sin embargo en este caso la empresa asume este costo adicional.
6.1 Conclusiones
En este trabajo se disen˜o´ e implemento´ un algoritmo de solucio´n basado en
metaheur´ısticas. Espec´ıficamente se desarrollo´ un me´todo multiarranque que en una
primera fase construye una solucio´n al problema y en una segunda fase la mejo-
ra utilizando bu´squeda tabu´. Los experimentos realizados mostraron que el me´to-
do de solucio´n propuesto en este trabajo arroja buenos resultados. Para instancias
pequen˜as siempre obtuvo la solucio´n o´ptima.
Al analizar los resultados obtenidos sobre instancias pseudo-reales y comparar
con los resultados actuales de la compan˜´ıa vemos que si se permite particionar las
entregas, disminuye el costo de la trasportacio´n y el nu´mero de veh´ıculos utilizados,
lo cual es de gran importancia ya que se eliminan costos por renta de veh´ıculos, pago
de choferes, etc., por lo tanto la empresa estar´ıa ahorrando mucho ma´s.
Si bien los resultados de la propuesta de adelantar la entrega de los pedidos
(realizado en el trabajo de Garc´ıa [15]) son mejores en cuanto a distancia recorrida
que los resultados que se obtienem al permitir particionar las entregas, se debe tener
en cuenta que el permitir adelantar pedidos genera un costo de almacenamiento.
Este costo depende de la cantidad de producto que se le adelante a cada uno de
las delegaciones. Ma´s au´n, como comentamos anteriormente, no siempre es aceptado
con gusto recibir productos de reposter´ıa en fechas anteriores a las solicitadas.
Como parte del estudio realizado debemos mencionar que la naturaleza de las
instancias con las que se trabajo´, no es favorable para explotar la teor´ıa de particionar
las demandas de los clientes. Para que se pueda obtener un ahorro significativo en
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la distancia total recorrida, la demanda de los clientes debe estar en el intervalo
[0.5Q, 0.75Q], donde Q es la capacidad de los veh´ıculos.
Con relacio´n al nu´mero de veh´ıculos utilizados la metodolog´ıa de particionar
las demandas siempre entrega en general resultados mejores.
6.2 Trabajo Futuro
En el desarrollo de este trabajo solo se considero´ el permitir particionar las
demandas y se vio´ que el nu´mero de veh´ıculos utilizados se disminuye. Sin embargo
no se tuvo en cuenta en el estudio el costo en que se incurre por utilizar varias veces
las cuadrillas de descargue.
Por otra parte en la metodolog´ıa de permitir adelantar pedidos se logran dis-
minuciones importantes en la distancia recorrida pero se incurre en un costo de
almacenamiento.
Por lo tanto se amerita un estudio multiobjetivo, donde se tomen en cuenta
los siguientes objetivos:
1.- Costo de Trasportacio´n.
2.- Costo de Almacenamiento.
3.- Costo de Particionar Demandas.
Esta es la principal l´ınea de investigacio´n futura que se deriva de este trabajo.
Ape´ndice A
Me´todo de Beasley
El me´todo genera aleatoriamente un gran tour dirigido el cual comienza y
termina en el de´posito, e incluye a todos los clientes llamado gran ruta. Seguidamente
el tour se particiona de manera o´ptima en rutas factibles.
El u´ltimo paso por detallar es co´mo se obtiene una solucio´n factible a partir
de una gran ruta. Para ello se requiere dividir la gran ruta en subrutas que corres-
pondan a rutas factibles, por ejemplo, supongamos que se tienen 7 clientes y como
se menciono´ anteriormente la ruta debe comenzar y terminar en el depo´sito el cual
se denota por 0. Sea
Gran Ruta = 0− 7− 5− 1− 2− 6− 4− 3− 0
entonces se puede obtener una solucio´n S dada por
S : {0, 7, 5, 1, 2, 0}, {0, 6, 4, 3, 0}
si se divide la gran ruta en el arco (2,6), siempre que las rutas
{0, 7, 5, 1, 2, 0} y {0, 6, 8, 3, 5, 7, 0}
satisfagan las restricciones del problema.
Para lograr la subdivisio´n de la gran ruta en rutas factibles de forma o´ptima
se procede de la siguiente forma [7]. Consideremos la gran ruta
b1 − b2 − . . .− bn
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Por simplicidad definamos b0 = 0. Consideremos el grafo auxiliarGR = (Nodo, Arco)
dondeNodo = 0, 1, 2, . . . , n es el conjunto de nodos yArco = (i, j) : i < j, i, j ∈ Nodo.
Definamos tambie´n para todo (i, j) ∈ Arco
dij =


Costo de la ruta que inicia en 0, visita los nodos bi+1, bi+2, . . . , bj
∞ en otro caso.
Para obtener una divisio´n o´ptima en esta gran ruta, esto es, el conjunto de
subrutas correspondientes a rutas con mı´nimo costo, podemos considerar el problema
de la ruta ma´s corta del nodo 0 al nodo n en el grafo GR, con los costos definidos en
dij . Por ejemplo, si la solucio´n del problema de la ruta mas corta es 0− 4− 7− n,
entonces las rutas obtenidas son las siguientes
{0, b1, b2, b3, b4, 0}, {0, b5, b6, b7, 0}, {0, b8, b9, ...bn−1, bn, 0}
Existen algoritmos ra´pidos y eficientes para resolver el problema de la ruta ma´s
corta, uno de los ma´s conocidos y que ha probado su efectividad es el algoritmo de
Dijkstra [6]. De esta forma se obtienen las soluciones factibles asociadas a la gran
ruta.
Ape´ndice B
Heur´ıstica de Insercio´n ma´s
Barata
Un procedimiento de insercio´n ma´s barata toma un subtour en k nodos en la
iteracio´n k e intenta determinar cua´l de los nodos que no se encuentran en el subtour
deber´ıa ser an˜adido al siguiente subtour (paso de seleccio´n) y entonces determina en
que´ parte del subtour deber´ıa ser insertado (paso de insercio´n)
Procedimiento:
1. Subgrafo que consta solamente del nodo i .
2. Encontrar nodo k tal que, cik sea mı´nimo y forme el subtour i− k − i.
3. Encuentre (i, j) en el subtour y k fuera del subtour, tal que se minimice
cik + ckj − cij
entonces insertar k entre i y j.
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